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Аннотация. Предлагается методика формирования критерия самоорганизации неравно-

весных нелинейных систем на основе мультифрактального подхода. 
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Abstract. The paper proposes a method of forming self-organization criterion of nonequilibrium 

nonlinear systems based on multifractal approach. 
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Проблема структурной и механической устойчивости элементов и систем 

различного назначения, практически изолированных от воздействий окружаю-

щей среды, может быть решена на основе законов равновесной термодинамики. 

Однако при исследовании систем, обменивающихся энергией, веществом и ин-

формацией с окружающей средой, т.е. подвергающихся воздействию, их необ-

ходимо рассматривать как неравновесные нелинейные системы [1, 2]. Эволюция 

нелинейных систем, как правило, сопровождается изменением числа степеней 

свободы, т.е. размерностью системы [3]. В большинстве случаев размерность си-

стемы уменьшается, что приводит к самопроизвольному уменьшению ее слож-

ности. С другой стороны, в результате воздействий окружающей среды, связан-

ных с поглощением энергии, система может повышать свою сложность. Самоор-

ганизация в том и другом случае происходит в строгом соответствии с условиями 

окружающей среды. Исследование процессов самоорганизации, приводящих к 

появлению новых форм и свойств элементов и систем, основано на принципах 

фрактальной синергетики. 

Принципы управления свойствами материалов, фрактального материалове-

дения основаны на изучении и воспроизведении определенных условий форми-

рования пространственно упорядоченных самоподобных структур [4–6]. Само-

организация мультифрактальных структур происходит в результате перехода от 

одного вида фрактальной симметрии к другому. При этом нужно определять ко-

личественные показатели адаптируемости структуры материала к внешнему воз-

действию от «адаптации» до «деградации» [7–9]. 

Важным свойством открытых нелинейных систем является их способность к 

управляемому переходу от упорядоченного состояния к хаосу, т.е. гибели струк-



туры, обусловленной снижением ее размерности. Таким же важным свойством от-

крытых нелинейных систем является выход из хаоса и самоорганизация новых устой-

чивых структур высокой размерности. 

Теория фрактальных структур базируется на рассмотрении связи между це-

лым и его частями [4, 5, 10], определяющей его размерность самоподобия мно-

жеств. В качестве масштабного множителя, как основного образующего эле-

мента, золотого фрактала, построенного на основе золотых пропорций, исполь-

зуется величина: 

∆𝑀= 𝑞𝑀 − 1, 

где 𝑞𝑀 – отношение золотой пропорции порядка M. Отношение 𝑞𝑀 определяется 

следующей формулой: 

𝑞𝑀
𝑀+1 − 𝑞𝑀

𝑀 = 1. 

Величина ∆𝑀 при различных значениях M определяет универсальную после-

довательность масштабных множителей, объединяющую многочисленные гео-

метрические и естественные фракталы. 

Экспериментальные и теоретические исследования [11–14] позволили вы-

явить закономерность изменения параметров широкого класса нелинейных си-

стем в точках неустойчивости при переходе к новой структуре. Эта закономер-

ность может быть представлена следующим выражением: 

                                           𝜆𝑛 𝜆𝑛+1 = ∆𝑀
1 𝑚⁄⁄ ,                                              (1) 

где 𝜆𝑛 и 𝜆𝑛+1 – предыдущее и последующее значение параметра системы в про-

цессе фазового перехода от неравновесного состояния к равновесному состоя-

нию; ∆𝑀 – мера устойчивости структуры; m – параметр, характеризующий осо-

бенности эволюции или обратную связь в процессе эволюции или число пере-

строек, m =1, 2, 4, 8, 16, … 

Примечательно, что выражение определяет эволюцию наносистем с харак-

терными для них размерами. В то же время данное представление применимо и 

для систем на мезоуровне. 
Примером процесса, критерий устойчивости которого определяется золо-

тыми пропорциями, служит самоуправляемый синтез нанотвердых растворов с 
нерастворимыми компонентами. Спектр размеров устойчивых наночастиц опре-
делен на основе выражения, где значения критерия устойчивости изменяются в 
соответствии с параметрами, которые характеризуют технологические условия. 

Выражение получает дополнительную интерпретацию на основе модели воз-
действия окружающей среды. Воздействие окружающей среды представляет опера-
тор, воспроизводящий эволюцию размерностей объекта [15]. Так, если объект харак-
теризуется детерминируемым значением размерности L причинным распределе-
нием вероятности 𝑃(𝐿) = 𝛿(𝐿, 𝑁), где символ Кронекера 𝛿(𝐿, 𝑁) = 1, если         
𝐿 = 𝑁, и 𝛿(𝐿, 𝑁) = 0, если 𝐿 ≠ 𝑁, приведет к распределению размерностей: 

              𝑃𝐿(𝑁; 𝛼, 𝛽) = {
𝛼(1 − 𝛼)𝑁 , 𝑁 < 𝐿;

𝛽(𝑁−𝐿)(1 − 𝛽)(1 − 𝛼)𝐿, 𝑁 ≥ 𝐿.
  (2) 

 
При выполнении условия 𝛼𝑀 = 𝛽𝑀, 𝛼𝑀 = 1 − 1 𝑞𝑀⁄ , 𝛽𝑀 = 1 − 1 𝑞𝑀⁄ , где 𝑞𝑀 – 

отношение золотой пропорции, выражение (2) может быть представлено в сле-
дующем виде: 



                                 𝑃𝐿
𝑀(𝑁; 𝛼𝑀, 𝛽𝑀) = 𝑞𝑀

−(1+𝑁+𝐾𝑀)
,                                            (3) 

 
где 𝐾 = 1, если 𝑁 < 𝐿; 𝐾 = 𝑁 − 𝐿, если 𝑁 ≥ 𝐿; 𝑀, 𝐿, 𝑁 = 0,1,2, … . Порядок золо-
той пропорции M в выражении для распределения вероятностей указан в виде 
индекса. Этот параметр обобщенно характеризует условия окружающей среды. 

При 𝐿 = 𝑁,   𝑃𝑁
𝑀(𝑁)𝑞𝑀

(1+𝑁)
, следовательно, из формулы (3) получается соотноше-

ние 

𝑃𝑁
𝑀(𝑁) =  𝑃𝑁

𝑀(𝑁)𝑞𝑀
−𝐾𝑀. 

 
С учетом того, что при 𝛼𝑀 = 𝛽𝑀, ∆𝑀= 𝛼𝑀 (1 − 𝛼𝑀⁄ ) … ∆𝑀= = 𝛽𝑀 (1 − 𝛽𝑀⁄ ), 

получаем: 𝑞𝑀
−𝑀 = (1 − 𝛼𝑀)𝑀 = (1 − 𝛽𝑀)𝑀 = ∆𝑀 и приходим к формуле 

                                    𝑃𝐿
𝑀 𝑃𝑁

𝑀(𝑁) = ∆𝑀
𝐾⁄ .            (4) 

 

Если допустить, что 𝜆𝑛 = 𝑃𝐿
𝑀(𝑁) и 𝜆𝑛+1 = 𝑃𝑁

𝑀(𝑁), то параметры системы λ 
приобретают смысл вероятностей и могут представлять относительные вели-
чины (массы, размеры и т.д.). Сравнивая выражения (1) и (4), приходим к следу-
ющим соотношениям, связывающим значения параметров системы в процессе 
эволюции (неравновесном фазовом переходе), а также значения вероятностей в 
распределении размерностей структуры, подвергаемой воздействию: 

(𝜆𝑛 𝜆𝑛+1 )⁄ 𝐾𝑚 = 𝑃𝐿
𝑀(𝑁) 𝑃𝑁

𝑀(𝑁)⁄ , 

где 𝐾𝑚 = 1, 2, 4, 8, 16 ,32, …, 𝐾𝑚 = 𝑚(𝑁 − 𝐿) = 1, 2, 3, 4, 5, … ,  если 𝑁 < 𝐿, если 
𝑁 ≥ 𝐿. 

Заметим, что во всех рассматриваемых случаях осуществляется переход от 

неравновесного состояния системы, характеризуемого вероятностью 𝑃𝐿
𝑀(𝑁), к 

равновесному состоянию, характеризуемому вероятностью 𝑃𝑁
𝑀(𝑁). 

Величина ∆𝑀и ее положительные степени изменяются в интервале от 0 до 1. 

Следовательно, в выражении (1) должно выполняться соотношение 𝜆𝑛 𝜆𝑛+1 ⁄ , а в 

(4) соответственно 𝑃𝐿
𝑀(𝑁) ≤ 𝑃𝑁

𝑀(𝑁). Последнее соотношение с учетом (2) вы-

полняется всегда. 

Рассмотрим частные случаи выражений (1) и (4). 

Пусть 𝑚 = 1 (соответствует линейной обратной связи) и 𝐾 = 1 (соответ-

ствует 𝑁 < 𝐿). В этом случае выражения (1) и (4) совпадают с точностью до обо-

значений. При этом рассматривается переход от неравновесного состояния боль-

шей размерности к равновесному состоянию меньшей размерности. 

Пусть 𝑚 = 1 и 𝐾 ≥ 1 (соответствует 𝑁 ≥ 𝐿). В данном случае справедливо 

соотношение 

(𝜆𝑛 𝜆𝑛+1 )⁄ 𝐾
= 𝑃𝐿

𝑀(𝑁) 𝑃𝑁
𝑀(𝑁)⁄ . 

При этом рассматривается переход от неравновесного состояния меньшей 

размерности к равновесному состоянию большей размерности. 

Если 𝑚 > 1 (соответствует нелинейной обратной связи), то выполняется со-

отношение 

(𝜆𝑛 𝜆𝑛+1 )⁄ 𝑚
= 𝑃𝐿

𝑀(𝑁) 𝑃𝑁
𝑀(𝑁)⁄ . 



Большая размерность начального неравновесного состояния системы (по 

сравнению с размерностью конечного равновесного состояния) соответствует 

𝐾 = 1, а меньшая – 𝐾 ≥ 1(𝐾 = 𝑁 − 𝐿). 

Таким образом, показан универсальный характер масштабного множителя 

золотого фрактала ∆𝑀, используемого в качестве критерия устойчивости само-

организации систем и структур при воздействии окружающей среды, в том числе 

технологические воздействия и преднамеренные помехи. 
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