
Алкезуини М.М., Горбаченко В.И., Жуков М.В. Обучение сетей радиальных базисных 

функций для решения краевых задач математической физики. // Проблемы информатики в 

образовании, управлении, экономике и технике: Сб. статей XVI Междунар. научно-техн. конф. – 

Пенза: ПДЗ, 2016. – С. 103-109.  

 

УДК 004.032.26 

ОБУЧЕНИЕ СЕТЕЙ РАДИАЛЬНЫХ БАЗИСНЫХ ФУНКЦИЙ  

ДЛЯ РЕШЕНИЯ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ  

МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 

М.М. Алкезуини, В.И. Горбаченко, М.В. Жуков  

SOLUTION OF BOUNDARY VALUE PROBLEMS  
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Аннотация. Рассмотрено решение краевых задач математической физики на сетях радиаль-

ных базисных функций.  Предложен метод обучения сетей на основе метода доверительных об-

ластей, позволяющий упростить процесс выбора структуры сети и существенно сократить вре-

менные затраты на настройку её параметров.  Разработан алгоритм обучения на основе метода 

доверительных областей.  
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Abstract. A network of training method based on the method of trust region, to simplify the process 

of selecting the network structure and significantly reduce the time required for setting its parameters. A 

learning algorithm based on trust region method. 

Keywords: boundary value problems of mathematical physics, the network of radial basis functions 

neural network training method trust region. 
  

Сеть радиальных базисных функций (РБФ-сеть) – сеть, состоящая из двух слоев 

[1]. Первый слой осуществляет нелинейное преобразование входного вектора 

x = (x1, x2, …, xd,)  ℝd. Второй слой производит линейное суммирование. В качестве 

функции преобразования используются радиальные бпзисные функции (РБ-

функции). Выход сети описывается выражением 
1
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 x x p , где M – количе-

ство РБ-функций, 
mw  – вес РБ-функции 

m , 
mp  – вектор параметров РБ-функции. В 

качестве РБ-функций используют функции Гаусса, мультиквадрики, обратные 

мультиквадрики и др. [1].   

Процесс решения краевых задач с помощью РБФ-сетей рассмотрим на примере 

краевой задачи, заданной в операторной форме, 

 ( ) , ΩLu f x x x ,     ( ) ,   ΩBu p x x x , 

где u – искомое решение; L – дифференциальный оператор; B – оператор граничных 

условий; Ω  – область решения; Ω  – граница области; f  и p  – известные функции. 

Решение u аппроксимируется с помощью РБФ-сети, для этого: 

1. Из множеств   и Ω  выбираются N внутренних и K граничных пробных то-

чек.  

2. Определяется структура сети: тип сети, количество РБ-функций M, тип РБ-

функций, задаются начальные значения: 
1 2( , ,..., )Mw w ww  – веса РБ-функций, 



1 2( , ,..., )Mp p p p  – параметры РБ-функций (структура элементов вектора р зависит от 

вида функции, например для двухмерной функции Гаусса 1 2( , , )i i i ia c cp , где 1...i M , 
ia  

– параметр формы (ширина) i-ой РБ-функции, 1 2( , )i ic c  –  положение её центра). 

3. Выполняется обучение сети, т.е. подбираются такие значения w и р, чтобы 

функционал ошибки, представляющий собой сумму квадратов невязок в пробных 

точках, принимал минимальное значение 
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где 
1 2, ,..., N x x x , 

1 2, ,...,N N N K   x x x ,   – подбираемый штрафной множитель, учиты-

вающий вклад невязок в граничных пробных точках. 

Обученная сеть при подаче на вход координат произвольной точки из области 

решения или границы формирует решение в этой точке. 

Эффективность нейросетевого метода решения краевых задачзависит от эффек-

тивности метода решения задачи минимизации функционала ошибки (1). Для ре-

шения задачи (1) перспективен метод доверительных областей (МДО) [2], модифи-

цированный для обучения РБФ-сетей [3–4]. Особенностями метода являются воз-

можность одновременной оптимизации большого количества параметров и высо-

кие показатели эффективности и сходимости даже для плохо обусловленных задач. 

Основная идея МДО заключается в том, что на каждой итерации k минимизации 

функции ( )f x , где x  Ω  ℝn ( – область определения, ℝ – множество действительных 

чисел), функция f  в некоторой доверительной области 
kB  заменяется аппрокси-

мирующей ее функцией 
km  и вычисляется минимум 

km  в 
kB , который становится 

новым  минимумом .f  В зависимости от того, насколько уменьшение, предсказан-

ное моделью, подтверждается целевой функцией, принимается решение о сужении 

либо расширении доверительной области. Формальное описание алгоритма, реали-

зующего метод доверительных областей, имеет вид: 

Шаг 1. Инициализация. Задаются предварительное положение 
0x ; радиус дове-

рительной области 
0 ; пороговые значения оценок точности модели 

1  и 
2  такие, 

что 
1 20 1;    коэффициенты преобразования доверительной области 

1  и 
2              

(
1 20 1     ); порядковый номер итерации 0k  . 

Шаг 2. Аппроксимация .f  Выбирается норма  , строится функция 
km , аппрок-

симирующая функцию .f  в области 
kB . 

Шаг 3. Минимизация 
km . Выбирается метод условной минимизации 

km . С его 

помощью находится такой шаг ks , что точка 
k kx s  является глобальным миниму-

мом 
km  в области 

kB . 

Шаг 4. Оценка точности модели 
kp . Вычисляется 
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Если 
1kp  , то 

1k k k  x x s , иначе   xk+1=xk. 

Шаг 5. Изменение радиуса доверительной области. 
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Шаг 6. Увеличить порядковый номер итерации 1k k  . Если достигнута требуе-

мая точность решения или k  равен максимальному количеству итераций, или ра-

диус доверительной области слишком мал, то завершить обучение, иначе перейти 

к шагу 2. 

Поскольку функционал ошибки сети – дважды дифференцируемая функция, то 

для построения 
km применим разложение J  по формуле Тейлора второго порядка, а 

в качестве нормы – евклидову норму. Это приводит к необходимости вычисления 

матрицы Гессе, что требует больших вычислительных затрат. Вместо точного зна-

чения матрицы Гессе будем использовать ее приближенное значение, представля-

ющее собой произведение матриц Якоби ( ) ( ) [ ( )] ( )T H x G x J x J x , где Якобиан вектор-

функции ошибки имеет вид 
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Использование разложения по формуле Тейлора второго порядка приводит к 

необходимости решения условной задачи минимизации квадратичного функцио-

нала. Для этого предлагается использовать метод Стайхауга [5]. Метод представ-

ляет собой модификацию предобусловленного метода сопряженных направлений, 

учитывающую при минимизации функционала 
km  ограничения на решение (реше-

ние должно лежать в 𝐵𝑘) и позволяющую работать с отрицательно определенной 

матрицей Гессе. 

В качестве рассмотрим решение краевой задачи для двухмерного уравнения 

Пуассона 
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Областью решения является квадрат, ограниченный точками (0,0) и (1,1), а 

( , ) sin(π )sin(π )f x y x y , ( , ) 0p x y  . Данная задача имеет аналитическое решение 

2

1
, sin(π( ) )sin(π )

2π
au x y x y  , что позволит оценить точность полученного численного ре-

шения. Функционал ошибки этой задачи имеет вид: 
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Проведено два эксперимента с различными значениями параметров сети. В 

обоих экспериментах для обучения сети использовались 144 случайно расположен-

ные контрольные точки, 100 из которых располагались в области решения Ω,  44 – 



на границе  . В качестве РБ-функций использовалась функция Гаусса. В первом 

эксперименте РБФ-сеть состояла из 16 нейронов, центры которых предварительно 

были случайным образом расположены в квадратной области, ограниченной точ-

ками ( 0,2; 0,2)   и (1,2;1,2) . Ширина РБ-функций выбиралась случайным образом из 

интервала [0,3; 0,6], предварительные значения весов РБ-функций также выбира-

лись случайным образом из интервала [−0,05; 0,05]. Штрафной параметр 1000  Па-

раметры МДО 0 2  ; 
1 0,2  ; 

2 0,7  ; 
1 0,5  ; 

2 0,7  .  

Обучение сети завершилось на 8 итерации со значением погрешности решения 

по сравнению с аналитическим решением, равной 41,7 10 . Погрешность решения 

рассчитывалась по формуле относительной среднеквадратической погрешности 
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График погрешности представлен на рис. 1. 

 

 

Во втором эксперименте РБФ-сеть состояла из 64 нейронов, центры которых 

располагались в узлах равномерной квадратной сетки, ограниченной точками 

(−0,2; −0,2) и (1,2; 1,2), ширина нейронов была постоянной и равнялась 0,5, предва-

рительные значения весов РБ-функций равнялись 0. За 15 итерации была достиг-

нута погрешность решения равная 55,3 10 . График погрешности представлен на 

рис. 2. 

Как и следовало ожидать, чем больше нейронов в сети, тем точнее она аппрок-

симирует искомое решение. Однако процесс обучения такой сети требует значи-

тельно больше времени (для обучения сети из первого эксперимента потребовалась 

почти в два раза меньше итераций, чем для обучения сети из второго эксперимента). 

Таким образом, в работе на основе метода доверительных областей разработан 

метод обучения РБФ-сетей с настраиваемым функциональным базисом. Для повы-

шения его быстродействия используются приближенные значения матрицы Гессе. 

Метод позволяет сократить время обучения сетей и уменьшить погрешность 

нейросетевых моделей.  
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