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ИЗУЧЕНИЕ ПРОГИБА МЕМБРАНЫ С ПОМОЩЬЮ МНОГОСЛОЙНЫХ 

ПОЛУЭМПИРИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ 
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 И.А. Шишкина, П.П. Удалов  

STUDY USING THE MODEL OF A LAYERED SEMI-EMPIRICAL 

DEFLECTION OF THE MEMBRANE  

D.A. Tarkhov, M.R. Bartkowska, P.I. Vasilyev, D.A. Semenov,  

I.A. Shishkin, P.P. Udalov 

Аннотация. Рассмотрено решение задачи о моделировании прогиба нагруженной круго-

вой мембраны в симметрическом случае. Сравниваются модели, выражающие зависимость про-

гиба мембраны от расстояния до центра. Первая основана на аналитическом решении уравнений 

условий равновесия. Вторая получена с помощью оригинальной модификации уточнённого ме-

тода Эйлера. Коэффициенты моделей подбирались по экспериментально полученных данным. 

Сравнение показало, что модель, основанная на уточнённом методе Эйлера, более достоверно вы-

ражает зависимость прогиба мембраны от расстояния до центра. 

Ключевые слова: полуэмпирический метод; уточнённый метод Эйлера; круговая мем-

брана; исследование зависимости прогиба от радиуса. 

Abstract. In the case of the solution to the problem of modeling the deflection of the mem-

brane is considered symmetric loaded circular. Sravnivayutsya, from the center to the deflection of 

the membrane expressing the distance dependence. The first equation is based on the real equilibrium 

analytical solution. Using methods originalno Euler obtained the Second modification clarified.Ac-

cording poluchennije experimentally were selected by the Coefficients of the model. The comparison 

showed that the model, updated and Euler methods are based, according to the distance from the 

center to the deflection of the membrane Virage more reliably.  

Keywords: semiempirical methods; Euler's method updated; circular membrane; the radius 

of the deflection according to the study. 
 

В данной статье сравниваются точное решение дифференциального уравне-

ния и приближенное решение, полученное модификацией [1-4] двухшагового ме-

тода Эйлера [5], в плане их соответствия экспериментальным данным. Рассматри-

вается круглая мембрана радиуса R=10 см, на ней располагаются поочередно грузы 

различной массы, мембрана предполагается невесомой, груз размещается в центре 

мембраны, его радиус Ra  , предполагается, что растяжение изотропно. Если )(ru  

отклонение мембраны от положения равновесия, то при указанных условиях оно 

будет описываться уравнением 

0
1

 ru
r

rru ,                                                    (1) 

которое представляет собой уравнение Лапласа в полярных координатах, где 
)(),( ruru  , то есть искомая функция не зависит от направления, а зависит только 

от расстояния r точки от центра мембраны. Рассматриваемое уравнение является 

обыкновенным дифференциальным уравнением второго порядка. Для дальнейшего 

сравнения с приближенным решением выпишем его точное решение: 
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Здесь )(),( 00 RuzRuu   – начальные данные на краю мембраны. В отсутствии 

груза естественно считать 0,0 00  zu , решение будет нулевым. При наличии груза 

его масса отражается на величине 0z , и подбором этой величины можно задавать 

решение (2) и анализировать зависимость 0z  от массы m  груза. Решение (2) рас-

сматривается для значений ],[ Rar , то есть вне области расположения груза. При-

ведем уравнение (1) к нормальной системе дифференциальных уравнений, после 

замены rRx   получим: 
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Решая систему (3) с помощью модификации [1-4] двухшагового метода Эйлера 

[5], находим приближенное решение: 
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Здесь 
00, zu  имеют тот же смысл, что в формуле (2), 

0u  – начальное значение 

прогиба на краю мембраны, то есть при 0x , а 
Rrrxx uuz




00 . Для удобства сравнения 

с результатами эксперимента упростим формулу (4) и сделаем в ней обратную за-

мену rRx  : 
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Поскольку при определении прогиба в условиях эксперимента измерения 

проводились от некоторой точки отсчета, то есть 00 u , будем выбирать это 

начальное данное таким, как в эксперименте. Для выбора начального значения 
0z  

используемприближенную формулу 
h

uhRu
z
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)(~ , где )(~ ru  – экспериментальные 

значения прогиба, h – шаг переменной. Далее это значение уточняется по методу 

наименьших квадратов. 

Ниже приводится график решений, полученных по формулам (2) и (5), и гра-

фик, построенный по результатам измерений, значения массы груза  m=100 гр., его 

радиус a=1,5 см. Берем исходя из эксперимента 070,0,719,0 00  zмu  для приближен-

ного решения, 044,00 z  – для точного решения. 

 

 
 

 



 
Выводы.  Приведенные измерения и вычисления показывают, что вблизи 

груза, расположенного в центре мембраны и имеющего радиус, малый по сравне-

нию с радиусом мембраны, приближенное решение ближе к результатам экспери-

мента, чем точное. При удалении от груза и приближении к краю мембраны точное 

решение либо становится ближе к результатам измерений, чем приближенное, либо 

они практически совпадают. Этот результат представляется закономерным, по-

скольку точное решение имеет сингулярность при 0r , а реальные значения )(ru  

конечны при всех значениях ],0[ Rr . Но факт, что приближенное решение ближе к 

результатам эксперимента, чем точное, говорит о том, что используемое дифферен-

циальное уравнение, недостаточно точно моделирует физическую ситуацию. Для 

гипотезы о характере зависимости начального значения 0z производной прогиба на 

краю мембраны от массы груза требуются дальнейшие эксперименты. 
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