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ПРИМЕНЕНИЕ НЕЯВНОГО МЕТОДА ЭЙЛЕРА  

К ЗАДАЧЕ СТАБИЛИЗАЦИИ ПЕРЕВЁРНУТОГО МАЯТНИКА 

Д.А. Тархов, А.Д. Суббота, И.Ю. Суриков  

THE APPLICATION OF THE IMPLICIT EULER'S METHOD  

TO THE STABILIZATION PROBLEM  

OF AN INVERTED PENDULUM 

D.A. Tarkhov, A.D. Subbota, I.Y. Surikov  

Аннотация. Статья посвящена тестированию метода управления динамическими систе-

мами на примере решения задачи приведения обратного маятника в окрестность состояния не-

устойчивого равновесия за минимальное время в условиях ограниченного управления. Подход 

состоит в совершении двух шагов с управлениями разных знаков. Время каждого шага подбира-

ется оптимальным образом на основе приближённого решения, полученного неявным методом 

Эйлера. 

Ключевые слова: обратный маятник; стабилизация; закон управления; принцип макси-

мума Понтрягина. 

Abstract. The article is devoted to testing the control method for dynamical systems by solving 

the problem of reducing the inverse pendulum to a neighborhood of the state of unstable equilibrium in a 

minimum time in conditions of limited control. The approach is to complete two steps with controls of 

different signs. The time of each step is selected in an optimal way on the basis of an approximate solution 

obtained by the implicit Euler's method. 
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Задача управления маятником в окрестности неустойчивого равновесия яв-

ляется простым примером стабилизации нелинейной динамической системы. На её 

примере имеет смысл тестировать методы поиска оптимального управления перед 

их применением к решению более сложных задач. Целью исследования одного но-

вого метода является стабилизация системы при больших отклонениях, что позво-

ляет привести исходную систему в малую окрестность верхнего положения равно-

весия. 

Поведение маятника моделируем дифференциальным уравнением: 

sina bu   , 

где  φ – угол отклонения маятника от вертикали, u – момент прикладываемой силы, 

a,b – коэффициенты, зависящие от параметров объекта. Задача состоит в выборе 

такого управления u, чтобы , 0
t

 


 . Перейдём к координатам на фазовой плос-

кости: ,x y   , 1a b  : 
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Будем решать задачу стабилизации маятника в верхнем положении равнове-

сия при условии 0u u  за минимальное время. В соответствии с принципом макси-

мума Понтрягина [1] управление подбирается максимизацией функции Гамиль-

тона, что даёт 0  u u  .Точное исследование и аналитическое построение управления 



затруднительно, поэтому применим приближённые методы. В дальнейшем будем 

считать, что 
0  =1u . 

Подход состоит в совершении двух шагов с управлениями разных знаков. 

Время выполнения этих шагов подбирается таким образом, чтобы в результате си-

стема перешла в искомое положение равновесия. Для поиска длительности шагов 

применяем неявный метод Эйлера [2], в модификации [3-7]. Движение на первом 

шаге задаётся системой 1 0 1

1 0 1(sin )
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, на втором – системой: 2 1 2

2 1 2(sin ).
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Так как мы требуем выполнения условий  2 2 0x y  . Подстановка этих условий в (5) 

даёт 0
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, т.е. при 

0 0x   получаем 
0( )u sign x  . При этом t и τ находятся из 

уравнений: 
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Далее совершается переход в соответствии с решением (1) на интервале 

длины t  , и выбор управления повторяется. 

Приведем результаты вычислений для x0 = 0.2, y0 = 0 

                

Графики квадрата расстояния до верхнего положения равновесия  

и траектория на фазовой плоскости, полученные из (1)  
с помощью управления, при совершении пары шагов оптимальной длины 

Аналогичные результаты получаются и при большинстве других начальных то-

чек, в том числе далеких от состояния равновесия.  

Проведённые вычислительные эксперименты показали, что предложенные мо-

дификации классических численных методов могут успешно применяться к зада-

чам управления, в том числе к задачам, связанным с управлением в условиях не-

устойчивости. Данные подходы могут оказаться особенно полезными в ситуации, 

когда математическая модель управляемого объекта неточна и может уточняться в 

процессе управления им по мере накопления данных о процессах в моделируемой 

системе. 
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