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УДК 004.9: 519.2 

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ОЦЕНКА  

ПРОДОЛЖИТЕЛЬНОСТИ ПУТИ ПАРАЛЛЕЛЬНОЙ  PERT-СЕТИ 

М.М. Бутаев, А.А. Тарасов 

ANALYTICAL ESTIMATION OF THE PATH DURATION  

OF A PARALLEL PERT NETWORK  

M.M. Butaev, A.A. Tarasov 

Аннотация. Цель работы – развитие методов расчёта характеристик 

PERT-сети. Объект исследования – аналитический метод расчёта продол-

жительности пути параллельного стохастического ациклического ориен-

тированного графа. Предмет – формулы расчёта продолжительности па-

раллельных независимых действий при случайной равномерно распреде-

лённой продолжительности. При выводе формул расчёта вероятностных  
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характеристик применена теория вероятности. Корректность формул веро-

ятности и плотности вероятности продолжительности группы трёх парал-

лельных действий проиллюстрирована примером. 

Ключевые слова: PERT, плотность вероятности, функция распреде-

ления, параллельные действия. 

Abstract. The purpose of the work is to develop methods for calculating 

the characteristics of a PERT network. The object of research is an analytical 

method for calculating the path length of a parallel stochastic acyclic directed 

graph. Subject - formulas for calculating the duration of parallel independent 

actions with a random uniformly distributed duration. When deriving formulas 

for calculating probabilistic characteristics, the theory of probability was applied. 

The correctness of the formulas for the cumulative distribution probability and 

probability density functions of the duration of a group of three parallel actions is 

illustrated by an example. 

Key words: PERT, probability density function, cumulative distribution 

function, parallel actions. 

 

Введение 

Вероятностные модели наиболее полно определяют характеристики 

продолжительности действий и предоставляют больше информации, чем 

интервальный подход [1]. Аналитическое определение функций распреде-

ления вероятности и плотности вероятности суммы независимых равно-

мерно распределённых случайных величин (СВ) определены и применены 

для расчёта продолжительности последовательно выполняемых действий 

без использования рекурсии [2].  

Продолжительность параллельно исполняемой группы из нескольких 

действий определяется от момента одновременного начала всех действий 

до независимого завершения всех действий [3]. Вероятность завершения 

этапа группы определяется произведением вероятностей завершения па-

раллельных действий [4]: FN(t) = F1(t)F2(t)…Fn(t). Функция FN(t) опреде-

ляется как закон распределения максимума N СВ [5].  

Обозначения и определения 

Функции и параметры обозначены следующим образом: 

функция распределения вероятности и плотность вероятности группы 

из N СВ -FN(t) и fN(t), соответственно. Символ N заменяется цифрой, обо-

значающей количество СВ в группе; 

функция распределения вероятности и плотность вероятности i-й  

СВ - Fi(t) и fi(t); 
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математическое ожидание и дисперсия группы из N СВ – EN и DN; 

продолжительность i-й обработки имеет равномерное распределение 

U(ti)  [ai; bi], 0 ≤ ai, ai < bi , ti∊T; 

плотность вероятности и функция распределения i-й СВ:  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
;

,

i i i

i i

i i i i

i i

f t H t a H t b
b a

t
F t H t a H t b H t b

b a

 = − − − −

 = − − − + − −

      (1) 

где ( )
0,   0;

1, 0 .

t
H t

t


= 


- обобщённая функция Хевисайда (единичная ступен-

чатая функция). 

Характеристики продолжительности действий 

Параллельно выполняемые действия начинаются одновременно при  

t = 0. В интервале [0; amax], где 
max

1,
max i
i N

a a
=

=  группа параллельно выпол-

няемых действий достоверно не завершается, пока не завершиться все 

действия группы. Завершение возможно с вероятностью FN(t) на интерва-

ле [amax; bmax], где 
max

1,
max i
i N

b b
=

= . При t > bmax группа параллельно выпол-

няемых действий достоверно завершится. Смещение интервала распреде-

ления группы действий увеличивается на величину смещения. 

Границы подинтервалов кусочно-полиномиальных функций FN(t) и 

fN(t) определяются значениями bj , j = 1,… J, J ≤ N. Положение границ по-

динтервалов упорядочено по убыванию, наибольшее значение совпадает с 

bmax. Для определения последовательности значений границ подинтерва-

лов используется вспомогательный массив bb(K), полученный сортиров-

кой массива b(J) по убыванию значений элементов. Переменная K ≤ J – 

количество перекрывающихся подинтервалов группы bb(1) = bmax. При 

сортировке bb(K) в массиве индексов I(K) сохраняются соответствующие 

номера параллельных действий. 

Например, для распределения F3(t) параллельных СВ t1 [1, 4], t2  

[2; 3], t3 [2,5; 5] значение amin = 1, amax = 2,5, bmax = 5 (рисунок 1). На ин-

тервале [2,5; 3] значения F3(t) определяются F(t) СВ t1, t2, t3 (F1(t), F2(t), 

F3(t)). На интервале [3; 4] значения F3(t) определяются F1(t) иF3(t). На ин-

тервале [4; 5] значения F3(t) определяется функцией F3(t). Функции мате-

матического ожидания BN и дисперсии DN получаются традиционным 

образом. 
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Рис. 1. Функции F1(t), F2(t), F3(t) 

Для тривиального варианта K= 1 f3(t) и F3(t) определяются (1) при  
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Вычисления fN(t), FN(t) при N> 3 выполняются по рекуррентным 

формулам [6]. 

Графики f3(t) (1) для t1 [2; 3], t2 [2; 3], t3 [2; 3]; f3(t) (2) t1 [2; 3], 

t2 [1; 4], t3 [1; 3]; f3(t) (3) t1 [1; 4], t2 [2; 4], t3 [1; 3]; f3(t) (4) t1 [1; 4], 

t2 [1; 3], t3 [1; 2] приведены на рисунке 2. Графики функции f3(t) для 

различных значений интервалов обозначены дополнительной цифрой в 

скобках. 

Аналитические зависимости позволяют, например, рассчитать веро-

ятность завершения группы параллельно исполняемых трёх обработок 

F3(2,2) = 0,24 при t1 [1; 4], t2 [1; 3], t3 [1; 2], а также риск незавершения 

в момент t = 3,25 группы параллельно исполняемых трёх обработок 

R(3,25) = 1 -F3(3,25) = 0,25 при t1 [2; 3], t2 [1; 4], t3 [1; 3]. Медиана и 

децили распределения при тех же значений t1, t2, t3Me(T) = 2,732 и t0,8 = 3,4; 

t0,25 = 2,225. 

 
Рис. 2. Графики функций f3(t) 

Заключение 

Полученные аналитическим выражения расчета продолжительности 

параллельно исполняемых действий повышает адекватность оценки веро-

ятностно-временных характеристик на этапе разработки планов и систем. 

Оценка продолжительности параллельных действий расширяет возможно-

сти оценки вариантов построения и улучшает обоснование вариантов по-

строения планов и систем.  
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УДК 519.21 

МИНИМИЗАЦИЯ ФУНКЦИЙ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СЛУЧАЙНЫХ 

ВЕЛИЧИН 

Н. И. Дубровин 

THE DISTRIBUTION FUNCTIONS OF RANDOM VARIABLES 

N.I. Dubrovin 

Аннотация. В данной работе предлагается один из возможных спо-

собов уменьшения трафика передачи данных в коммуникационной сети за 

счет замены случайной величины, описывающей нагрузку, на дискретную 

случайную величину c малым количеством возможных значений. 


