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УДК 519.21 

МИНИМИЗАЦИЯ ФУНКЦИЙ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СЛУЧАЙНЫХ 

ВЕЛИЧИН 

Н. И. Дубровин 

THE DISTRIBUTION FUNCTIONS OF RANDOM VARIABLES 

N.I. Dubrovin 

Аннотация. В данной работе предлагается один из возможных спосо-

бов уменьшения трафика передачи данных в коммуникационной сети за 

счет замены случайной величины, описывающей нагрузку, на дискретную 

случайную величину c малым количеством возможных значений. 
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Ключевые слова: маршрутизация, коммуникационная сеть, функция 

распределения. 

Abstract. In this paper we propose one possible way of reducing data traffic 

in the communication network by replacing the random variable describing the 

load on a discrete random variable c with a small number of possible values. 

Key words: routing, communication network, distribution function. 

 

Введение. Рассматривается коммуникационная сеть передачи пакетов 

информации, состоящая из множества узлов 𝑉 и набора связей  𝐸 между 

ними (см. [1]). Обозначим 𝑑(𝑒) нагрузку связи 𝑒. В [1] поставлена задача 

поиска экстремума  Φp → 𝑚𝑖𝑛(1 ≤ 𝑝 ≤ +∞). Заметим, что число значений 

𝑛 огрубленной дискретной случайной величины задано априори и варьиро-

ванию не подлежит. Переменную 𝑝𝑛 легко исключить, полагая 𝑝𝑛 =
∑ 𝑝𝑗
𝑛−1
𝑗=1 . Тем самым, рассматривая функцию Φ𝑝 только от переменных 

𝑥1, … , 𝑥𝑛; 𝑝1, … , 𝑝𝑛−1 и считая все 𝑝𝑗 ≥ 0  и ∑ 𝑝𝑗
𝑛−1
𝑗=1 ≤ 1, мы избавляемся от 

ограничений типа равенства. Далее,  границу области переменных 𝑝𝑗, т.е. 

случаи 𝑝𝑗 = 0  или/и  ∑ 𝑝𝑗
𝑛−1
𝑗=1 = 1 можно также исключить из конкурирую-

щих значений, так как равенство 𝑝𝑗 = 0  для какого-либо 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 озна-

чает переход от случая натурального 𝑛 к случаю меньшего 𝑛 − 1, который 

предшествует. Из имеющихся в настоящий момент способов реактивной 

маршрутизации упомянем одноуровневые протоколы [2-4]. 

Алгоритм огрубления. В виду непрерывности и ограниченности 

снизу функции Φ𝑝, минимум целевой функции достигается при каких-то 

значениях переменных. Следовательно, если воспользовавшись необходи-

мым условием экстремума, мы получим систему (из 2𝑛 − 1 уравнений) 

имеющую единственное решение, то это решение и будет доставлять иско-

мый минимум. 

Случай 𝒑 = +∞. Решение, т.е. алгоритм выбора точек  𝑥𝑗  и вероятно-

стей 𝑝𝑗  в этом случае прост, каково бы ни было заданное число значений 𝑛. 

Действительно, так как ∑ [𝐹(𝑎𝑖) − 𝐹(𝑥𝑖)] + [𝐹(𝑥𝑖) − 𝐹(𝑎𝑖−1)] = 1𝑛
𝑖=1 ,  то 

величина Φ∞,  равная максимуму слагаемых в этих суммах, не может быть 

меньше, чем 1/2𝑛. С другой стороны, значения Φ∞ = 1/2𝑛  можно до-

биться, разбивая отрезок [0;1] на 2𝑛 равных частей точками 

𝐹(𝑥1) =
1

2𝑛
, 𝐹(𝑎1) =

2

2𝑀
, 𝐹(𝑥2) =

3

2𝑀
,…              
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Отсюда получаем ответ: 

𝑥𝑖 = 𝐹
−1 (

2𝑖 − 1

2𝑛
) ;  𝑝𝑖 =

1

𝑛
;   𝑖 = 1,2, … , 𝑛                     

Далее полагаем 𝑝 < +∞. 

Применение необходимого условия экстремума. Прежде всего, за-

пишем функцию Φ𝑝  в переменных (𝑥1, … , 𝑥𝑛; 𝑡1, … , 𝑡𝑛−1): 

Φ𝑝 = ∫ |𝐹(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝑥1

−∞

+ ∫ |𝐹(𝑥) − 𝑡1|
𝑝𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

+ ∫ |𝐹(𝑥) − 𝑡2|
𝑝𝑑𝑥

𝑥3

𝑥2

+⋯

+ ∫ |𝐹(𝑥) − 𝑡𝑛−1|
𝑝𝑑𝑥

𝑥𝑛

𝑥𝑛−1

+ ∫ |𝐹(𝑥) − 1|𝑝𝑑𝑥

+∞

𝑥𝑛

          (1) 

Частная производная 
𝜕Φ𝑝

𝜕𝑥𝑗
 вычисляется как производная интеграла по 

верхнему (нижнему) пределу. Приравнивая ее к нулю, получаем: 
𝜕Φ𝑝

𝜕𝑥1
= |𝐹(𝑥1)|

𝑝 − |𝐹(𝑥1) − 𝑡1|
𝑝 = 0 ⇔ 𝐹(𝑥1) = 𝑡1 − 𝐹(𝑥1) 

или 2𝐹(𝑥1) = 𝑡1. Далее для  1 < 𝑗 < 𝑛 аналогично выводим: 
𝜕Φ𝑝

𝜕𝑥𝑗
= |𝐹(𝑥𝑗) − 𝑡𝑗−1|

𝑝
− |𝐹(𝑥𝑗) − 𝑡𝑗|

𝑝
= 0 ⇔ 𝐹(𝑥𝑗) − 𝑡𝑗−1 = 𝑡𝑗 − 𝐹(𝑥𝑗) 

или 

2𝐹(𝑥𝑗) = 𝑡𝑗−1 + 𝑡𝑗        (2) 

Для последней переменной 𝑥𝑛 имеем: 
𝜕Φ𝑝

𝜕𝑥𝑛
= |𝐹(𝑥𝑛) − 𝑡𝑛−1|

𝑝 − |𝐹(𝑥𝑛) − 1|
𝑝 = 0 ⇔  2𝐹(𝑥𝑛) = 𝑡𝑛−1 + 1 

Если полагать 𝑡0 = 0; 𝑡𝑛 = 1, то формула (2)  подходит для всех 1 ≤
𝑗 ≤ 𝑛. 

Получаем:  

0 =
𝜕Φ𝑝

𝜕𝑡𝑗
= − ∫ 𝑝|𝐹(𝑥) − 𝑡𝑗|

𝑝−1
sgn(𝐹(𝑥) − 𝑡𝑗)𝑑𝑥

𝑥𝑗+1 

𝑥𝑗

. 

Разбивая отрезок [𝑥𝑗 ; 𝑥𝑗+1] на два подотрезка [𝑥𝑗; 𝑎𝑗] и [𝑎𝑗; 𝑥𝑗+1] и учи-

тывая, что на первом из них 𝐹(𝑥) ≤ 𝐹(𝑎𝑗), а на втором наоборот 𝐹(𝑥) ≥

𝐹(𝑎𝑗), получаем  в дополнении к системе (2) систему из 𝑛 − 1-го уравнения: 
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∫ (𝑡𝑗 − 𝐹(𝑥))
𝑝−1

𝑑𝑥

𝑎𝑗

𝑥𝑗

= ∫ (𝐹(𝑥) − 𝑡𝑗)
𝑝−1

𝑑𝑥

𝑥𝑗+1

𝑎𝑗

;          (1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1)         (3) 

Подводим итог: решение-строка (𝑥1, … , 𝑥𝑛; 𝑡1, … , 𝑡𝑛−1) следующей 

системы: 

{
 
 
 
 

 
 
 
 

2𝐹(𝑥1) = 𝑡1;

2𝐹(𝑥2) = 𝑡2 + 𝑡1;……………
2𝐹(𝑥𝑛−1) = 𝑡𝑛−1 + 𝑡𝑛−2;

2𝐹(𝑥𝑛) = 1 + 𝑡𝑛−1;

∫ (𝑡1 − 𝐹(𝑥))
𝑝−1

𝑑𝑥
𝑎1
𝑥1

= ∫ (𝐹(𝑥) − 𝑡2)
𝑝−1𝑑𝑥

𝑥2
𝑎1

; 
……………………………………

∫ (𝑡𝑛−1 − 𝐹(𝑥))
𝑝−1

𝑑𝑥
𝑎𝑛−1
𝑥𝑛−1

= ∫ (𝐹(𝑥) − 𝑡𝑛−1)
𝑝−1𝑑𝑥

𝑥𝑛
𝑎𝑛−1

,

    (4) 

если оно единственно, будет точкой наименьшего значения функции Φ𝑝. 

Это и есть основной результат настоящей работы.  
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