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УДК 519.6  

ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛОГ ФОРМУЛЫ ТЕЙЛОРА 

О.Э. Яремко, К. Р. Забабурин  

A DISCRETE ANALOGUE OF THE TAYLOR FORMULA  

O.E. Yaremko, K. R. Zababurin 

Аннотация. Конструируется дискретный аналог ряда Тейлора.Для 

этого преобразования разложение сигнала проводится по системе степен-

ных функций. В полученной формуле для коэффициентов дискретного ряда 

производные заменяются их разностными отношениями. Показано, что в 

пределе дискретный ряд Тейлора превращается в частичную сумму ряда 

Тейлора. Результаты можно применять для анализа сигналов. 

Ключевые слова: ряд Тейлора, числа Стирлинга, интерполяционная 

формула.  

Abstract. A discrete analogue of the Taylor series is constructed. For this 

transformation, the decomposition of the signal is carried out according to a sys-

tem of power functions. In the resulting formula for the coefficients of a discrete 

series, the derivatives are replaced by their difference relations. It is shown that in 

the limit, the discrete Taylor series turns into a partial sum of the Taylor series. 

The results can be used for signal analysis.  

Key words: taylor series, Stirling numbers, interpolation formula.  
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Ряды Тейлора применяются при аппроксимации функции многочле-

нами. В частности, линеаризация уравнений происходит путём разложения 

в ряд Тейлора и отсечения всех членов выше первого порядка. Пусть заданы 

некоторые попарно различные точки, которые находятся друг от друга на 

некотором фиксированном расстоянии 𝑥𝑖 = 𝑥0 + 𝑖ℎ,i=0,1,…,n –  узлы ин-

терполяции и пусть 𝑦𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖) значения функции 𝑦 = 𝑓(𝑥) в этих точках. 

Первая интерполяционная формула Ньютона имеет вид [1]  

𝑃𝑁(𝑥) = 𝑦0 + 𝑞1
𝛥𝑦0

1!
+ 𝑞2

𝛥2𝑦0

2!
+ ⋯ + 𝑞𝑁

𝛥𝑁𝑦0

𝑁!
, 

где 

𝑞𝑝 = 𝑞 ⋅ (𝑞 − 1) ⋅ (𝑞 − 2) ⋅ … ⋅ (𝑞 − 𝑝 + 1),  𝑞 =
𝑥−𝑥0

ℎ
 

выражается в виде убывающей последовательности множителей.  

Разложение по степеням q функции 𝑞𝑝 имеет вид [2] 

𝑞𝑝 = ∑ 𝑠(𝑝, 𝑘)

𝑝

𝑘=1

𝑞𝑘, 

где 𝑠(𝑝, 𝑘) – числа Стирлинга первого рода [2],𝛥𝑘𝑦0 разность порядка k. 

Раскладывая по степеням q, получим разложение полинома 𝑃𝑁(𝑥) по убы-

вающим факториалам 

𝑃𝑁(𝑥) = 𝑦0 + ∑ 𝑞𝑟
𝛥𝑟𝑦0

𝑟!

𝑁

𝑟=1

= 𝑦0 + ∑ (∑ 𝑠(𝑟, 𝑘)

𝑟

𝑘=1

𝑞𝑘)
𝛥𝑟𝑦0

𝑟!

𝑁

𝑟=1

 

Меняя порядок суммирования, получим выражение интерполяцион-

ного многочлена 𝑃𝑁(𝑥)в виде 

𝑃𝑁(𝑥) = 𝑦0 + ∑ 𝑞𝑘 (∑ 𝑠(𝑟, 𝑘)
𝛥𝑟𝑦0

𝑟!

𝑁
𝑟=𝑘 ) .                                   𝑁

𝑘=1  (1) 

Пусть теперь 𝑥𝑖 = 𝑥0 + 𝑖ℎ, 𝑦𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖), положим в формуле (1) 𝑥 = 𝑥𝑗 , 

тогда получим 

𝑦𝑗 = 𝑦0 + ∑ (∑ 𝑠(𝑟, 𝑘)
𝛥𝑟𝑦0

ℎ𝑘𝑟!

𝑁
𝑟=𝑘 ) (𝑥𝑗 − 𝑥0)

𝑘
.                              𝑁

𝑘=1  (2) 

Интерпретация формулы (2) заключается в следующем: определим по-

следовательность коэффициентов 𝑎𝑘,𝑁формулой 

𝑎𝑘,𝑁 = ∑ 𝑠(𝑟, 𝑘)
𝛥𝑟𝑦0

ℎ𝑘𝑟!

𝑁
𝑟=𝑘 . 

Тогда из формулы (2) получим разложение последовательности {𝑦𝑗} 

по степеням (𝑥𝑗 − 𝑥0) : 

𝑦𝑗 = 𝑦0 + ∑ 𝑎𝑘,𝑁(𝑥𝑗 − 𝑥0)
𝑘𝑁

𝑘=1 .    (3) 

Замечание. Сумма (3) представляет дискретный аналог формулы   

Тейлора.  

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%BF%D0%BF%D1%80%D0%BE%D0%BA%D1%81%D0%B8%D0%BC%D0%B0%D1%86%D0%B8%D1%8F
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%BD%D0%BE%D0%B3%D0%BE%D1%87%D0%BB%D0%B5%D0%BD
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%BD%D0%BE%D0%B3%D0%BE%D1%87%D0%BB%D0%B5%D0%BD
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9B%D0%B8%D0%BD%D0%B5%D0%B0%D1%80%D0%B8%D0%B7%D0%B0%D1%86%D0%B8%D1%8F
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%B5%D0%BE%D1%80%D0%B5%D0%BC%D0%B0_%D0%A2%D0%B5%D0%B9%D0%BB%D0%BE%D1%80%D0%B0
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%B5%D0%BE%D1%80%D0%B5%D0%BC%D0%B0_%D0%A2%D0%B5%D0%B9%D0%BB%D0%BE%D1%80%D0%B0
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Теорема. Если 𝑁 → ∞, ℎ → 0, то сумма (3) стремится к частичной 

сумме ряда Тейлора: 

𝑓(𝑥0) + ∑ 𝑎𝑘(𝑥 − 𝑥0)𝑘 .

𝑁

𝑘=1

 

Рассмотрим частные случаи формулы (3). 

Следствие 1.  Дискретный аналог формулы Тейлора второго порядка. 

В случае 𝑁 = 2 числа Стирлинга имеют вид [2]: 

𝑠(1,1) = 1, 𝑠(2,1) = −1, 𝑠(2,2) = 1, 

значит,  

𝑎𝑘,2 = ∑ 𝑠(𝑟, 𝑘)
𝛥𝑟𝑦0

ℎ𝑘𝑟!

2
𝑟=𝑘 , 

𝑎1,2 = ∑ 𝑠(𝑟, 1)
𝛥𝑟𝑦0

ℎ1𝑟!
=

2

𝑟=1

𝑠(1,1)
𝛥1𝑦0

ℎ11!
+ 𝑠(2,1)

𝛥2𝑦0

ℎ12!
=

𝛥1𝑦0

ℎ11!
−

𝛥2𝑦0

ℎ12!
= 

𝑎2,2 = 𝑠(2,2)
𝛥2𝑦0

ℎ22!
=

𝛥2𝑦0

ℎ22!
. 

В результате получим формулу 

𝑦𝑗 = 𝑦0 + ∑ 𝑎𝑘,2(𝑥𝑗 − 𝑥0)
𝑘

2

𝑘=1

= 

= 𝑦0 + 𝑎1,2(𝑥𝑗 − 𝑥0)
1

+ 𝑎2,2(𝑥𝑗 − 𝑥0)
2

= 

= 𝑦0 +
1

ℎ
(

𝛥1𝑦0

1
−

𝛥2𝑦0

2
) (𝑥𝑗 − 𝑥0) +

𝛥2𝑦0

ℎ22
(𝑥𝑗 − 𝑥0)

2
. 

Пример 1. Показательная функция 𝑦𝑗 = 𝑒𝑥𝑝(𝑥𝑗). При 𝑥0 = 0 получим 

𝛥1𝑦0 = 𝑒ℎ − 1, 𝛥2𝑦0 = (𝑒ℎ − 1)2, 

тогда 

𝑦𝑗 = 1 +
1

ℎ
(

(𝑒ℎ−1)

1
−

(𝑒ℎ−1)
2

2
) 𝑥𝑗 +

(𝑒ℎ−1)
2

ℎ22
𝑥𝑗

2. 

При   ℎ → 0  получим приближенную формулу 

𝑦𝑗 = 𝑒𝑥𝑗 ≅ 1 + 𝑥𝑗 +
1

2!
𝑥𝑗

2. 

Пример 2. Получим дискретный аналог бесконечной убывающей по-

следовательности для последовательности отсчетов 𝑦𝑗 =
1

1+𝑥𝑗
, в окрестно-

сти точки 𝑥0 = 0 получим 

𝛥1𝑦0 = −
ℎ

1+ℎ
, 𝛥2𝑦0=

2ℎ2

1+3ℎ+2ℎ2. 

Тогда 

𝑦𝑗 = 1 −
1+3ℎ

1+3ℎ+2ℎ2 𝑥𝑗 +
1

1+3ℎ+2ℎ2 𝑥𝑗
2. 

При   ℎ → 0  получим приближенную формулу 

𝑦𝑗 ≅ 1 − 𝑥𝑗 + 𝑥𝑗
2. 
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Пример 3. Бином Ньютона 𝑦𝑗 = (1 + 𝑥𝑗)
3
. Для разложения в окрест-

ности точки 𝑥0 = 0 получим данные: 

𝛥1𝑦0=(1 + ℎ)3 − 1 = 3ℎ + 3ℎ2 + ℎ3, 

𝛥2𝑦0 = (1 + 2ℎ)3 − 2(1 + ℎ)3 + 1 = 6ℎ2 + 6ℎ3. 

Тогда 

𝑦𝑗 = 1 + (3 − 2ℎ2)(𝑥𝑗 − 𝑥0) + (3 + 3ℎ)(𝑥𝑗 − 𝑥0)
2

. 

При   ℎ → 0  получим приближенную формулу 

𝑦𝑗 ≅ 1 + 3(𝑥𝑗 − 𝑥0) + 3(𝑥𝑗 − 𝑥0)
2

. 

Следствие 2. Дискретный аналог формулы Тейлора третьего порядка. 

В этом случае N=3, значит, числа Стирлинга имеют вид 

𝑠(1,1) = 1, 𝑠(2,1) = −1, 𝑠(3,1) = 2, 𝑠(2,2) = 1, 

тогда, 

𝑎𝑘,3 = ∑ 𝑠(𝑟, 𝑘)
𝛥𝑟𝑦0

ℎ𝑘𝑟!

3
𝑟=𝑘 , 

𝑎1,3 = ∑ 𝑠(𝑟, 1)
𝛥𝑟𝑦0

ℎ1𝑟!

3
𝑟=1 = 𝑠(1,1)

𝛥1𝑦0

ℎ11!
+ 𝑠(2,1)

𝛥2𝑦0

ℎ12!
+ 𝑠(3,1)

𝛥3𝑦0

ℎ13!
= 

=
𝛥1𝑦0

ℎ11!
−

𝛥2𝑦0

ℎ12!
+ 2

𝛥3𝑦0

ℎ13!
=

1

ℎ
(

𝛥1𝑦0

1!
−

𝛥2𝑦0

2!
+ 2

𝛥3𝑦0

3!
), 

𝑎2,3 = ∑ 𝑠(𝑟, 2)
𝛥𝑟𝑦0

ℎ2𝑟!
=

𝛥2𝑦0

ℎ22!

3
𝑟=2 − 3

𝛥3𝑦0

ℎ23!
=

1

ℎ2 (
𝛥2𝑦0

2!
− 3

𝛥3𝑦0

3!
), 

𝑎3,3 = 𝑠(3,3)
𝛥3𝑦0

ℎ33!
=

𝛥3𝑦0

ℎ33!
. 

В результате получим формулу 

𝑦𝑗 = 𝑦0 + ∑ 𝑎𝑘,3(𝑥𝑗 − 𝑥0)
𝑘

3

𝑘=1

= 

= 𝑦0 + 𝑎1,3(𝑥𝑗 − 𝑥0) + 𝑎2,3(𝑥𝑗 − 𝑥0)
2

+𝑎3,3(𝑥𝑗 − 𝑥0)
3

= 

=𝑦0 +
1

ℎ
(

𝛥1𝑦0

1!
−

𝛥2𝑦0

2
+

𝛥3𝑦0

3
) . (𝑥𝑗 − 𝑥0)  +

1

ℎ2 (
𝛥2𝑦0

2
−

𝛥3𝑦0

2
) (𝑥𝑗 − 𝑥0)

2
+ 

+
𝛥3𝑦0

ℎ36
(𝑥𝑗 − 𝑥0)

3
. 

Обсуждение. Разложения последовательности отсчетов сигнала в дис-

кретный аналог ряда Тейлора могут найти применения для фильтрации сиг-

нала от скачкообразных изменений. 
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