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TO THE ROTATION 3D IMAGE IN SPACE 

A.A. Syemov 

Аннотация. Статья посвящена проблеме анализа и распознавания 3D изображений. Обос-

новывается актуальность данной темы. Описывается и анализируется проблема инвариантно-

сти распознавания 3D изображения при его произвольной ориентации в пространстве. Для ее 

решения вводится понятие «опорной сетки на сфере». Обосновывается необходимость кон-

струирования равномерного распределения точек на сфере. Приводится описание функции 

плотности распределения точек на сфере в зависимости от их сферических координат. Даются 

некоторые замечания по поводу построения стохастического равномерного распределения то-

чек на сфере. 
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Abstract. This article is dedicated to a problem of 3D images analysis and recognition. In the 

introduction actuality of given theme are substantiated. The problem of 3D image recognition invar-

iance when image has an arbitrary orientation in space are described and analyzed. To solve it the 

concept of " support grid on the sphere" is introduced. The necessity for construction of a uniform 

points distribution on the sphere is substantiated. The description of a density function of distribution 

points on the sphere, depending on their spherical coordinates is provided. In conclusion, some re-

marks relative to construction of stochastic uniform points distribution on the sphere are given. 

Keywords: 3D image recognition, 3D images invariant description, uniform distribution, support 

grid on the sphere, the stochastic construction of points on the sphere. 

 

Одной из главных проблем современной информатики является анализ и рас-

познавание трехмерных (далее 3D) изображений. По сравнению с двумерными 

(далее 2D) изображениями они наиболее полно отражают информацию об изме-

нениях объектов с течением времени, точнее описывают их свойства [1]. 

Инвариантное описание изображения является более предпочтительным, чем 

определение параметров ориентации объекта с последующей нормализацией его 

положения, так как позволяет извлекать признаки, более устойчивые к коорди-

натному шуму и линейным искажениям [2]. 

Однако вопросам создания инвариантного описания 3D изображений и возмож-

ностям его комплексного анализа было уделено недостаточно внимания исследова-



телей. В большинстве публикаций по данной проблеме рассматриваются теорети-

ческие подходы, обладающие теми или иными ограничениями, которые не позво-

ляют достичь инвариантности распознавания к группе движений и масштабирова-

нию 3D изображений с одновременной возможностью извлечения их различных 

характеристик.  

Проблема инвариантности распознавания 3D изображения  

при его произвольной ориентации в пространстве 

Для трехмерного случая наличие произвольной пространственной ориентации 

3D изображения сильно осложняет создание его инвариантного описания. В отли-

чие от двумерного случая, проблема поворота 3D изображения в трехмерном про-

странстве связана с невозможностью его поворота вокруг одной оси, независимо от 

совершённого вращения по другим осям [3]. Данное обстоятельство видно из сле-

дующего примера. 

Так, любое вращение в трехмерном пространстве может быть представлено в 

виде композиции поворотов вокруг трех ортогональных декартовых осей, которые 

задаются матрицами поворота: 
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Так как матрицы поворота не обладают свойством коммутативности, то пере-

мена матриц местами изменит положение объекта с одного на другое. В общем слу-

чае ориентация пространственного объекта, получаемая в результате последова-

тельности конечных поворотов, зависит от порядка выполнения этих поворотов. 

Таким образом, необходимо разработать такую схему сканирования 3D изобра-

жения, чтобы результаты ее применения не зависели бы от пространственной ори-

ентации анализируемого объекта. 

Прежде чем переходить к описанию положения сканирующих элементов и 

исследованию указанного выше свойства, необходимо сначала ввести их описа-

ние. Пусть F – исходная трехмерная модель. Определим плоскость 

   rx|xr,B T    как касательную к сфере центром в начале координат и с радиусом 

r, проходящую через заданную точку X и на расстоянии r от начала координат с 

заданными углами ω и φ, где   cos,sinsin,sincos   – единичный вектор в R3, ω 

– угол между осью 0x и проекцией отрезка OX на плоскость 0xy, φ – угол между 

осью 0z и отрезком OX. 

Сканирование 3D изображения будет осуществляться плоскостями. Данный 

выбор оправдан тем, что пересечение плоскости с любым другим пространствен-

ным геометрическим примитивом хорошо известно в высшей математике и 

имеет строгое аналитическое представление, которое нам пригодится при разра-

ботке аналитической структуры признака. Кроме того, наличие сетки параллель-

ных плоскостей помогает решить проблему инвариантного описания объекта 

(дает необходимое условие для конструирования признаков, инвариантных к пе-

реносу 3D изображения). Если пространственный объект сканируется сеткой па-

раллельных плоскостей, то перемещение исходного 3D изображения не изменяет 

форму получаемых сканирующими плоскостями сечений (дискретный шаг ска-



нирования игнорируется). Поэтому получаемые сечения и извлекаемые на их ос-

нове признаки не изменят своего значения при переносе 3D изображения на лю-

бой вектор в пространстве. Другими словами, вычисляемые признаки не будут 

зависеть от пространственного положения объекта. 

Итак, чтобы схема сканирования 3D изображения не была привязана к про-

странственной ориентации объекта, необходимо и достаточно, чтобы сканирую-

щие элементы, если все их одновременно зафиксировать в пространстве, давали 

одинаковые сечения трехмерного объекта при любом его угле вращения. Дру-

гими словами, необходимо добиться, чтобы все сканирующие сетки параллель-

ных плоскостей под разными углами обзора ω и φ распознаваемого 3D изобра-

жения совпадали друг с другом при любом его пространственном повороте (дис-

кретный шаг игнорируется). 

Стандартный перебор всех углов ω и φ, которыми идентифицируется каждая 

сканирующая сетка параллельных плоскостей, в топологическом смысле для не-

прерывного случая дает модель концентрических сфер с центром в начале коорди-

нат. Каждой сканирующей сетке параллельных плоскостей на единичной сфере со-

поставим точку, которая будет являться точкой касания со сферой плоскости, па-

раллельной плоскостям данной сетки (отдельно для каждой пары (ω, φ) углов об-

зора). Множество точек на сфере образуют сетку, которую будем называть опорной 

(рис. 1). 

 

Рис. 1. Опорная сетка на сфере и соответствующие ей 

сетки сканирующих параллельных плоскостей 

Стоит отметить, что пара углов (ω, φ) однозначно определяет узел опорной 

сетки, соответствующий единственной касательной плоскости к сфере в этой точке, 

а значит, и единственной сетке сканирующих параллельных плоскостей. 

Для дискретного случая на обычной карте глобуса вблизи полюса наблюдается 

более плотное скопление точек, чем у экватора. Поэтому если при повороте полюс 

совместить с точкой на экваторе, то будут заметны отклонения точек исходной и 

повернутой сеток. Так как каждая точка опорной сетки на сфере однозначно опре-

деляет угол наклона сетки параллельных плоскостей, то изменение угла наклона 

сетки плоскостей повлияет на форму получаемых сечений. Вследствие этого уве-

личится ошибка расчёта признака и снизится точность распознавания 3D объекта. 

С другой стороны, если при повороте сферы вокруг своего центра опорная сетка 

перейдет сама в себя, то соответствующие сетки секущих параллельных плоскостей 

полностью совпадут друг с другом и получаемые сечения будут одинаковыми (не 

изменят своей формы). Поэтому вычисляемое значение признака не изменится.  

Таким образом, необходимо построить опорную сетку, обладающую равномер-

ным распределением точек на сфере для достижения меньшей ошибки совмещении 



узлов опорной сетки при ее повороте из-за дискретного шага сканирования. Равно-

мерное распределение точек опорной сетки на сфере обеспечит отсутствие более 

плотных скоплений узлов опорной сетки на поверхности сферы, определяющих 

преимущественно сечения под теми или иными углами обзора объекта. В связи с 

этим, все результаты сканирования будут принимать равноправное участие при вы-

числении значения признака 3D изображения без повышения влияния каких-либо 

определенных значений сечений, так как частота появления любого среза сечений 

будет приблизительно одинакова (равномерный обзор трехмерного тела со всех 

сторон). Другими словами, значение вычисляемого признака не будет зависеть от 

ориентации 3D изображения в пространстве. 

Построение равномерной сетки на сфере 

Указанное свойство равномерного распределения точек опорной сетки на сфере 

является необходимым условием инвариантности конструируемых признаков к по-

вороту. Математическая модель построения данной сетки имеет следующий вид.  

Рассмотрим сферу, заданную параметрически:    sincosR,x  ,    sinsinR,y 

,    cosR,z  . Необходимо определить аналитически функцию   ,f  плотности сов-

местного распределения параметров ω и φ, соответствующую равномерному рас-

пределению точек на поверхности сферы. 

Рассмотрим небольшой участок dS поверхности сферы, ограниченный прира-

щениями dφ и dω (рис. 2). 

 

 

Рис. 2. Участок на поверхности сферы и значение его сторон 

В случае, когда точки имеют равномерное распределение на поверхности 

сферы, вероятность попадания произвольной точки А на элемент поверхности dS с 

одной стороны равна:  
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При постоянном значении φ изменение угла dω описывает дугу  dsinR  . По-

этому площадь малого элемента поверхности сферы равна    ddsinRdS  2 . Таким 

образом, вероятность попадания произвольной точки А на элемент поверхности 

dS будет равна: 
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С другой стороны, вероятность попадания точки А на данный элемент поверх-

ности равна:      dd,fdSAP  . Следовательно, совместная плотность распреде-

ления вероятности ω и φ равна: 
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Генерируя значения параметров ω и φ с использованием функции   ,f , будем 

получать равномерное распределение точек на поверхности сферы. 

Итак, необходимость разработки строгого равномерного распределения на 

сфере обусловлена тем фактом, что при малом количестве точек известные сто-

хастические способы построения сеток на сфере (например, метод G. Margalia 

[4], метод на основе кватернионов [5] дают плохое приближение равномерной 

сетки на сфере. Данное обстоятельство хорошо проиллюстрировано на рис. 3. 

 

Рис. 3. Построение случайного равномерного распределения точек  

на сфере алгоритмом Margalia при N=40 (слева), при N=400 (в центре)  
и при N=4000 (справа) 

В настоящей статье затронут и описан лишь один аспект проблемы, связан-

ной с разработкой нового метода анализа и распознавания 3D изображений, ин-

вариантных к группе движений и масштабированию – 3D трейс-преобразование, 

основанное на положениях стохастической геометрии и функционального ана-

лиза [6]. Анализ других аспектов данной проблемы можно найти в работах 

[7-12]. 

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ (проект №15-07-04484). 
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