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ОПТИМИЗАЦИЯ СЕМЕЙСТВ ЦИРКУЛЯНТНЫХ СЕТЕЙ    

Э. А. Монахова, О. Г. Монахов   

OPTIMIZATION OF FAMILIES OF CIRCULANT NETWORKS 

E.A. Monakhova, O.G. Monakhov 

Аннотация. Рассматривается задача оптимизации циркулянтных сетей, состоящая в мак-

симизации числа вершин при заданных степени и диаметре графа. На основе изучения мульти-

пликативных циркулянтов с образующими, представленными в виде степеней натурального 

числа, получены новые улучшенные нижние оценки достижимого числа вершин мультиплика-

тивных циркулянтных сетей размерностей 4 и 5. Построены семейства циркулянтов, достигаю-

щих найденных оценок, и найдены их аналитические описания. При этом применен эволюцион-

ный алгоритм синтеза больших циркулянтных сетей, и его параллельная версия реализована на 

суперкомпьютерных системах. Найдены новые циркулянтные сети, порядки которых превосхо-

дят порядки известных мультипликативных циркулянтов размерностей 4 и 5 и диаметров от 6 до 

80. Мультипликативные циркулянтные сети имеют простые алгоритмы парного и трансляцион-

ного обменов, эффективны относительно трассировки интегральных схем, живучести и отказо-

устойчивости.   

Ключевые слова: оптимизация, циркулянтные сети, эволюционный алгоритм 

Abstract. We consider the problem of optimizing circulant networks, which consists in maxim-

izing the number of vertices for a given degree and the diameter of the graph. Based on the study of 

multiplicative circulants with generators represented in the form of powers of the natural number, new 

improved lower bounds for the achievable number of vertices of multiplicative circulant networks of di-

mensions 4 and 5 are obtained. Families of circulants reaching the estimates are constructed and their 

analytic descriptions are found. In this case, an evolutionary algorithm for the synthesis of large circulant 

networks is applied, and its parallel version is implemented on supercomputer systems. New circulant 

networks are found whose orders exceed the orders of the known multiplicative circulants of dimensions 

4 and 5 and diameters from 6 to 80. Multiplicative circulant networks have simple algorithms for pair and 

translational exchanges, are effective with respect to the trace of integrated circuits, survivability and fault 

tolerance. 

Keywords: optimization, circulant networks, evolutionary algorithm. 
 

1. Введение и основные определения 

Пусть 
1 2 ks s s n    – целые числа такие, что 

1 21 ks s s n      . Граф C  с мно-

жеством вершин 0 1 1V { n }     и множеством ребер ( ) mod 1lE { i j i j s n l k }        , 

называется циркулянтным, числа 
1 2( )kS s s s    – образующими, ( )n S  – его парамет-

рическим описанием, k  – размерностью, n  – порядком графа.  

Циркулянтные сети (графы) широко изучаются при проектировании и ана-

лизе вычислительных систем, в теории графов и дискретной математике, в качестве 

топологии для мультипроцессорных систем и компьютерных сетей и для других 

применений, см. обзоры [1,2,3]. Циркулянтные сети вида 2 1( 1 )kC n t t … t       с образу-

ющими, представленными в виде степеней натурального числа 2t  , называются 

мультипликативными циркулянтами.  



Диаметром графа G  называется ( ) max ( )i j Vd G d i j   , где ( )d i j  – длина крат-

чайшего пути из вершины i  в вершину j  графа G . Для любых натуральных d  и k  

пусть ( )M d k  обозначает максимально возможное (достижимое) натуральное n  та-

кое, что существует множество образующих 
2(1 )kS s … s    , при котором ( ( ))d C n S d  . В 

[1] можно найти обзор результатов по оценкам диаметра и достижимого порядка  

k-мерных, 2k  , циркулянтных сетей.  

Приведем известные результаты, касающиеся оценок диаметра и достижи-

мого порядка k -мерных, 2k  , циркулянтных сетей.  

В [4] показано, что  
1

0

( ) 1 2
k

i k i k i

k d

i

M d k C C


 



     

получена нижняя граница диаметра для любых n  и k  порядка 1 11
2
( ) k kk n   и доказана  

Теорема 1. Циркулянтные сети вида 2 1( 1 )k kC t t t … t      , где 3t   – нечетное 

число, имеют диаметр 
2
td k   

 
  

Для 2k   задача построения семейств двумерных циркулянтов с единичной 

образующей и максимально возможным порядком при любом диаметре d , решена 

(см. обзор в [1]). Также найдена [5,6] функция ( )M d k  для 3k   и любого диаметра d  

и построены семейства трехмерных циркулянтов с порядком, совпадающим с 
( 3)M d  . Для 4k   хорошие оценки функции ( 4)M d  аналитически найдены в [7] и 

улучшены с помощью компьютерного поиска в [8]. В [9,10] авторы представили 

таблицу, содержащую свод самых больших известных циркулянтных сетей, 

найденных в литературе для ряда значений степеней и диаметров. Таблица рекорд-

ных циркулянтов включает в том числе вышеперечисленные аналитические резуль-

таты для размерностей 2, 3 и 4. В настоящее время таблица рекордных циркулянт-

ных сетей для 8k   и 10d   представлена в Интернете [11] и постоянно обновля-

ется.  

Изучение мультипликативных циркулянтов, начатое в работе [4], продолжа-

лось в последующие годы. Результаты теоремы 1 улучшены в [12]:  

Теорема 2. Пусть d  и k  – натуральные числа и 3d k   и пусть 

( 3)p d k k      , тогда  
1

1

0

1 4
( ) 2 (4 ) ( ) O( )

2

k
i k k k

i

M d k n p p d d
k






       

В [13,14] рассмотрены свойства мультипликативных циркулянтных сетей 

вида 1( 1 )kC n t … t      с нечетным 3t   и 12 k kt n t    и получена общая формула для 

верхней оценки диаметра  

2 1 1 1( 1 ) ( 1) ( ) (2 )
2

k k kt
d n t t … t k n t t   

             
 

 

В [15] исследовались свойства мультипликативных циркулянтов вида 
1( 1 )k kC t t … t      с четным 2t   и получен их диаметр:  

2 1( 1 )
2 2

k k t k
d t t t … t k  

        
 

 

Показано также, что мультипликативные циркулянтные сети как графы с об-

разующими, представленными в виде степеней целого числа, имеют простые алго-

ритмы парного [13,15] и трансляционного обменов [15], эффективны относительно 

трассировки интегральных схем, живучести и отказоустойчивости [13,14].  



В [16] получены новые улучшенные оценки для ( )M d k :  

Теорема 3. Пусть 4d k

k
p

    
 

, где d  и 4k   – целые числа такие, что 
4
kd k      . 

Тогда  
1

4 20
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           
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



 

В настоящей работе продолжено исследование оценок диаметра циркулянт-

ных сетей и нижних оценок экстремальной функции ( )M d k  при 4k   и 5k  . На 

основе изучения циркулянтов с образующими, представленными в виде степеней 

числа 2t  , получены новые нижние оценки достижимого числа вершин цирку-

лянтных сетей размерностей 4k   и 5k   и построены соответствующие семейства 

мультипликативных циркулянтов, реализующих эти оценки.  

2. Новые результаты 
Для мультипликативных циркулянтов размерности 4 были проведены даль-

нейшие исследования сетей, рассмотренных в работах [4,15]. Исследовались диа-

пазоны их существования и определялось максимальное значение порядка графа, 

при котором значения диаметров и образующих совпадают с найденными в [4,15]. 

В табл. 1 приведены значения найденных максимально возможных порядков гра-

фов (обозначены через n). Полученные результаты значительно (нa 4(3 / 32)O d ) 

превосходят порядки графов, рассмотренных в [4,15], при тех же диаметрах .d  В 

табл. 1 представлены также новые мультипликативные циркулянтные сети размер-

ности 5. Эти сети были найдены с использованием компьютерного поиска, что поз-

волило улучшить порядки графов по сравнению с известными результатами 

[2,4,12,15,16], при этом максимальное увеличение порядков по сравнению с гра-

фами из [2,16] составляет 3((4 / 5) (4 / 5 4))O d d  .  

В табл. 1 приведены значения диаметров d  найденных графов, их порядков 

n , а также параметров t , порождающих соответствующие множества образующих 

графа.  

Таблица 1 

Новые циркулянтные графы размерностей 4 и 5 

4k   5k   

d   n n  t  d  n  t  d  n  t  
4  107  3  6  682 4  20  484553  15  

8  1093  5 7  2343 5  21 563592 16  

12  4687  7  8  4399  7 22  798669  17  

16  13577  9  9  8803  7  23 984647  19  

20  31411  11  10  13605  7  24 1245289  19  

24  62797  13  11  22820 8  25 1505931  19  

28  113303  15  12  36905  9  26 1692610  20  

6  426  4  13  52707  11  27  2246255  21  

10  2325  6  14  81989  11  28  2671209 23  

14  8036  8  15 111271  11  29 3230891  23  

18  20655  10 16  137598  12  30 3790573 23  

22  44286  12  17  216587  13  31  4168812  24  

26  83993  14  18  282053  15  32  5289713  25  

30  145800  16  19  383303  15  33  6132011  27  



На основе анализа данных из табл. 1 и используя алгоритм эволюционного 

синтеза с соответствующей настройкой темплейтов (см. [17]) были найдены анали-

тические описания семейств полученных графов размерностей 4 и 5. Их порядки и 

диаметры оказались представимы в виде полиномов от t , результаты приводятся в 

табл. 2. Существование найденных семейств графов проверено с помощью специ-

ально разработанной компьютерной программы для значений 6333 10n    при 4k   

и 5k  . Для этого использовалась параллельная программа с библиотекой OpenMP. 

Другая особенность полученных семейств – порядки графов являются максимально 

возможными для исследуемых типов образующих, что было показано при значе-

ниях диаметров 30d   при 4k   и 5k  . Доказательства существования полученных 

семейств и максимальности их порядков при любых диаметрах являются предме-

том дальнейшей работы.  

Таблица 2 

Аналитические описания новых семейств циркулянтов размерностей 4 и 5 

 mod4d  (при 4)n k   d  2 3(при (1 ))t S t t t     

0 
4 3 25 1

2 2
4t t t t     2( 1)t   3, 5, 7, 9, 11, 13, 15 

2 4 3 25 9 3
2 2 2 2
t t t t    2( 1)t   6, 8, 10, 12, 14, 16 

 mod5d  (при 5)n k   d  2 3 4(при (1 ))t S t t t t      

0 
5 4 3 2 1
2 2

2t t t t t      5 5
4
t  7, 11, 15, 19, 23 

1 
5 4 3 23 3
2 2 2 2 2
t t t t t     5 4

4
t  12, 16, 20, 24 

2 
5 4 3 2 1
2 2
t t t t t      5 3

4
t  5, 9, 13, 17, 21, 25 

3 
5 4 3 2 1
2 2

2t t t t t      5 3
4
t  11, 15, 19, 23, 27 

4 
5 3 2 1
2 2
t t t t     5 1

4
t  7, 11, 15, 19, 23 

 

Рассмотрим пример. Пусть 5k  , тогда в силу теоремы 2  

( 5) 135726 при 21M d d   , ( 5) 559240 при 22 26M d d    . 

Теорема 3 дает следующие оценки:  

559240 при 21

798669 при 22 24
( 5)

1375610 при 25

1684210 при 26

d

d
M d n

d

d

 


  
   

 
  

 

Новые найденные сети при тех же диаметрах имеют следующие порядки  

563592 при 21

798669 при 22

984647 при 23

1245289 при 24

1505931при 25

1692610 при 26

d

d

d
n

d

d

d

 


 

  

 
 

  


 

 

Указанные выше значения n  и нижние границы d  достигаются при образу-

ющих 2 3 4(1 )S t t t t     , где значения t равны соответственно 16, 17, 19, 19, 19 и 20.  
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